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Introduction

Le développement de la théorie du chaos commence durant la fin du XX°
siécle. Celle-ci constitue une nouvelle approche par rapport a des problémes
scientifiques dans toutes les disciplines, aussi bien dans les mathématiques
ou la physique que dans la médecine ou la biologie. En effet, la science « tra-
ditionnelle » s’appuie sur des notions comme le déterminisme! et cherche
avant tout la prédictibilité. La théorie du chaos, pour sa part, a pour but de
trouver un ordre dans le « chaos » apparent. Pour cela, elle s’appuie sur les
notions de non-linéarité et d’auto-similarité et a pour outil expérimental de
prédilection 'ordinateur.

La théorie du chaos, par son approche nouvelle, nous aide non seulement
a mieux comprendre le monde qui nous entoure, mais apporte des applica-
tions concrétes et d’actualité dans des domaines aussi variés que la physique,
la biologie, I’astronomie, la médecine, la communication radio et 'informa-
tique.

Pour Kerry Emanuel, chercheur en météorologie au MIT 2, le chaos est la
« Troisiéme révolution scientifique du XXeéme siécle, aprés la relativité et la
mécanique quantique ». Nous expliquerons ici en quoi la théorie du chaos, en
s’appuyant sur des technologies relativement récentes comme l'ordinateur,
permet d’expliquer des comportements complexes, ou a premiére vue aléa-
toires. Pour cela, nous définirons dans un premier temps de maniére plus
précise ce qu’est la théorie du chaos, ainsi que ses principes les plus im-
portants. Dans un second temps, nous étudierons les applications possibles,
certaines ayant déja été réalisées, d’autres étant en cours de développement.

1. Les définitions des mots en italique seront données dans le premier chapitre
2. Massachusetts Institute of Technology



Chapitre 1

Explication de la théorie du chaos

1.1 Explications générales et définitions

1.1.1 Idée d’ensemble

En 1997, George T. Yurkon, du département de physique de la Cleveland
State University, explique :

« Lorsque 1'on entend le mot chaos, ce qui vient a 'esprit est un
lieu de désorganisation et de confusion totale. C’est la définition
la plus courante du mot. Cependant, il y a eu une véritable ex-
plosion d’intérét scientifique dans la théorie du chaos et la fagon
de I'exploiter. Si le terme ‘chaos’ n’impliquait que cette notion de
désordre, il n’y aurait probablement aucun intérét a étudier le phé-
nomene.

Ici, le chaos signifie quelque chose qui semble aléatoire mais qui a
en réalité une nature déterministe, ce qui signifie qu’elle est contro-
lée de facon précise par des lois naturelles. Le désordre apparent
est issu d’une sensibilité extréme aux conditions initiales, a I'image
d’une balle de pinball semblant défier tout controle humain. »

Au début du XXéme siécle déja, le scientifique francais Poincaré® avait re-
marqué cette notion de sensibilité aux conditions initiales :

« Une cause infime qui nous échappe détermine un effet considé-
rable que nous ne pouvons pas ignorer [...|. Méme si les lois de
la nature n’avaient plus de secret pour nous, |...]| nous pourrions
seulement connaitre la situation initiale de facon approximative.
|...] Il peut arriver que des petites différences dans les conditions
initiales en produisent des tres grandes dans le phénomeéne final. »

1. Biographie en annexe



1.1.2 Définitions

Voici a présent quelques définitions concernant des termes qui intervien-
dront & de nombreuses reprises au cours de ce dossier.

Déterminisme Le déterminisme est la théorie selon laquelle la succession
des événements et des phénomeénes est due au principe de causalité?, ce lien
pouvant parfois étre décrit par une loi physico-mathématique qui fonde alors
le caractére prédictif de ces derniers.
Il est li¢ a la prédictibilité qui stipule que chaque événement est prévisible
selon des équations mathématiques.

Rationalisme Le rationalisme est la doctrine qui pose la raison discursive

comme seule source possible de toute connaissance réelle. Autrement dit, le
rationalisme est constitué de toute doctrine qui attribue a la seule raison
humaine la capacité de connaitre et d’établir la vérité.

Non-linéarité On parle de non-linéarité lorsque I'entrée d’un systéme n’est
pas proportionnelle & sa sortie, ou lorsqu’un événement a des effets imprévi-
sibles a long terme.

Auto-similarité On parle d’auto-similarité quand on retrouve le motif de
base a différentes échelles dans une sorte de mise en abime. C’est le principe
des fractales que nous étudierons par la suite (voir fig. 1.1).

FIGURE 1.1 — Exemple de structure auto-similaire

2. Notion de cause a effet. Principe non démontré utilisé dans la construction d’une théorie mathé-
matique.
3. Qui passe d’une proposition a une autre par le raisonnement.



Espace des phases Espace abstrait contenant sous forme géométrique une
information concréte. Les variables qui sont & la base de la construction de
cet espace sont des grandeurs réelles et a chaque point correspond une situa-
tion physique bien déterminée. Ainsi I'espace des phases du balancier d'une
horloge est construit a partir des variables vitesse et angle par rapport a la
verticale.

L’espace doit contenir toute I'information sur la dynamique du systéme étu-
dié (voir fig. 1.2).

FIGURE 1.2 — Un espace des phases en trois dimensions (trois variables)

1.2 Historique et principes de la théorie du chaos

1.2.1 Lorenz et la sensibilité aux conditions initiales

Edward Norton Lorenz?® (1917 — 2008) est un scientifique américain lar-
gement considéré comme le pére de la théorie du chaos.
Lorenz s’intéressait a la météorologie, qui n’était pas encore vraiment consi-
dérée comme une science par un grand nombre de personnes. A cette époque,
on dépensait en effet beaucoup de ressources pour tenter d’établir des pré-
visions météorologiques trés loin d’étre précises.
Avec un modeéle informatique basé sur trois variable seulement (simplifié jus-
qu’a le rendre presque ridicule par rapport a ceux développés par des instituts
privés), Lorenz étudie la prévision du temps et obtient bientot des résultats

4. Biographie en annexe



inédits.

Il démontre que les mouvements atmosphériques ne sont pas périodiques, et
que des changements minimes dans les parameétres initiaux peuvent aboutir
a des résultats totalement différents. C’est la sensibilité aux conditions ini-
tiales ou « effet papillon ».

Le terme « effet papillon » correspond & une image quelque peu poétique :
le battement d’ailes d’un papillon peut provoquer une tornade a ’autre bout
du monde. Mais 'origine premiére de ce terme vient en réalité de la forme de
lattracteur de Lorenz, qui peut étre assimilée aux ailes d’un papillon (voir
fig. 1.3).

FIGURE 1.3 — L’attracteur de Lorenz

L’attracteur de Lorenz est défini comme 'ensemble & long terme des trajec-
toires dans I’espace des phases du modeéle créé par Lorenz.

Il conclut de sa découverte qu’il est impossible de réaliser une prévision mé-
téorologique précise a long terme. En effet, des incertitudes inévitables dans
les données fournies aux modeéles et de la quantité de parameétres a prendre
en compte comme le vent, la température, le degré d’humidité rendent cela
impossible.

De plus, il réalise qu’il suffit ici de trois variables seulement pour provoquer
un comportement chaotique : I'introduction d’un nombre trés limité de don-
nées peut induire une dynamique a la fois complexe et imprévisible.

Il met en évidence que la complexité peut étre le propre d’un systéme. On
pensait jusque-la qu’elle résultait d’apports accidentels dus a une multitude
de causes.

En 1964, Lorenz formalise sa théorie du chaos. Il décrit comment, en jouant



seulement sur quelques variables, un comportement chaotique peut étre en-
gendré dans un systéme en théorie tres simple.

Manipulation Pour illustrer I'effet papillon, Lorenz lui-méme a construit un
objet appelé le moulin de Lorenz. Le principe est simple :

On fixe sur une roue tournante un certain nombre de verres, répartis de ma-
niére égale sur celle-ci et percés au fond. Ces derniers sont alimentés par une
source d’eau fixe et constante au sommet de la roue (voir fig. 1.4).

FIGURE 1.4 — Moulin de Lorenz

Ainsi, grace a la force de ’eau, la roue tourne tantot a gauche tantot a droite,
et il est impossible d’en prévoir le sens de rotation a long terme. Il arrive
aussi que le moulin se retrouve dans une PEI (position d’équilibre instable),
moment temporaire d’'immobilité ot le moulin semble hésiter sur le direc-
tion a prendre. Ce procédé simple illustre parfaitement les comportements
chaotiques de la nature. En effet, si I'on choisit trois nombres pour décrire
'état du moulin, par exemple la vitesse angulaire et les coordonnées (x, y)
du centre de gravité, et qu’on trace 1’évolution de ces variables au cours du
temps, on obtient 'attracteur de Lorenz.

Nous avons nous aussi construit un moulin de Lorenz, et nous avons réussi
a obtenir un comportement identique a celui attendu.

1.2.2 Les fractales

Définition Les fractales sont des schémas que la nature répéte sans cesse.
Les nuages, le corps humain, les montagnes, et les galaxies suivent des sché-
mas fractals.



Une figure fractale ou fractale est une courbe ou surface de forme irrégu-
liere qui se crée en suivant des regles déterministes ou aléatoires. Ce type de
définition, appelée récursive implique une auto-similarité. Les fractales re-
prennent ainsi le principe fondateur de la théorie du chaos : I'ordre derriére
le désordre apparent.

Le terme de « fractale » est un néologisme créé par Benoit Mandelbrot en
1974 a partir de la racine latine fractus, qui signifie « brisé, irrégulier ».

La géométrie fractale, par son irrégularité, se différencie de la géométrie clas-
sique ou euclidienne, qui utilise exclusivement des formes lisses.

Certains mathématiciens conservateurs ont donc encore du mal a accepter les
fractales, mais de plus en plus reconnaissent cette nouvelle géométrie comme
un véritable changement de paradigme (voir fig. 1.5).

FIGURE 1.5 — Exemple de fractale

Histoire Le fondateur de la géométrie fractale est Benoit Mandelbrot®
(1924 - 2010), dont nous avons cité le nom au paragraphe précédent. Il est
'auteur de Fractals : Form, Chance and Dimension®. 11 travaillait a 'époque
chez IBM, qui recrutait beaucoup de scientifiques non conformistes.

5. Biographie en annexe
6. Livre publié en 1977 chez W.H.Freeman & Co Ltd. Aujourd’hui, 'impression ayant été arrétée, il
s’agit d’un ouvrage de collection et 1’édition originale se vend parfois a plus d’un millier d’euros.
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Une de ses premiéres découvertes dans le domaine des fractales prend d’ailleurs
place au sein de cette entreprise : on cherchait a résoudre un probléme de pa-
rasites dans les lignes téléphoniques. Ce probléme laissait ses collaborateurs
perplexes, mais Mandelbrot découvrit que la répartition de ces parasites était
la méme a toutes les échelles. En d’autres termes, ils suivaient un schéma
fractal. Peu a peu, Mandelbrot développe le principe de fractale, qui prend
rapidement de I'ampleur dans la communauté scientifique.

S’en suivit une véritable explosion au niveau de la popularité des fractales. A
I'image de l'effet papillon, les fractales sont I'un des seuls domaines scienti-
fiques qui sont rentrés dans la culture populaire. Les couturiers par exemple,
furent tout de suite charmés par ces entrelacements de couleur et ces motifs

complexes, qui se fondaient parfaitement dans le contexte culturel des années
"80.

Exemples de fractales

Ensemble de Cantor : L’ensemble de Cantor serait le premier exemple
de fractale. Son inventeur, Georg Cantor, est un mathématicien allemand du
XIXe siécle. Cet ensemble se construit par ’enlévement du tiers central de
chaque ligne. On obtient ainsi un ensemble de lignes de longueur nulle mais
en nombre infini (voir fig. 1.6).

FIGURE 1.6 — L’ensemble de Cantor

Courbe de Koch : La courbe de Koch est décrite par son créateur, Helge
von Koch, comme un exemple de « courbe continue sans tangente, obtenue
par une construction géométrique élémentaire ». Chaque segment est divisé
en trois parties égales de longueur x et le segment central est transformé en
deux segments de longueur x également. Cette opération se répéte a 'infini.

Par conséquent la courbe a une longueur infinie dans un espace fini (voir fig.
1.7).

11



Lorsque 1'on accole trois courbes de Koch aux sommets d’'un triangle équi-
latéral on obtient une figure a symétrie hexagonale dénommeée « flocon de
Koch » ou « ile de Koch » (voir fig. 1.8).

T T S R

FIGURE 1.7 — Deux étapes consécutives de la construction de la courbe de Koch

¥

FIGURE 1.8 — Deux étapes consécutives de la construction du flocon de Koch

Ensembles de Julia et ensemble de Mandelbrot : Les ensembles de Ju-
lia appartiennent aux fractales les plus influentes et les plus célébres. Un
ensemble de Julia est défini par une suite : 2,11 = 2,2 + ¢

Cette formule est répétée a l'infini, ¢ et zy étant des nombres complexes.
Pour une valeur donnée de ¢, I’ensemble de Julia correspondant est la fron-
tiere de ’ensemble des valeurs initiales zy pour lesquelles la suite est bornée,

I’ensemble de ces valeurs étant lui désigné comme ’ensemble de Julia rempli
(voir fig. 1.9).

L’ensemble de Mandelbrot a été découvert par Gaston Julia” et Pierre Fa-
tou avant la premiere guerre mondiale. Sa définition et son nom actuel sont
I’ceuvre de Adrien Douady, en hommage aux représentations qu’en a réalisées
Mandelbrot alors qu’il travaillait chez IBM. L’ensemble de Mandelbrot M
peut étre défini comme ’ensemble des complexes ¢ pour lesquels 1’ensemble
de Julia correspondant est connexe (voir fig. 1.10).

Nous avons réalisé les représentations ci-dessus d'un ensemble de Julia et de
I’ensemble de Mandelbrot grace au logiciel QFractalNow.

7. Biographie en annexe
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FIGURE 1.9 — Un ensemble de Julia

FIGURE 1.10 — L’ensemble de Mandelbrot

Triangle et tapis de Sierpinski : Le triangle de Sierpinski, du nom de
son créateur Wactaw Sierpinski, est un triangle équilatéral que 'on divise
en quatre triangles plus petits. On enléve ensuite le triangle central et ainsi
de suite pour tous les triangles. Le tapis de Sierpiniski est une variante du
triangle. Il s’agit cette fois d’un carré que l'on divise en 9 carrés plus petits
et dont on enléve le carré central (voir fig 1.11).

A

FIGURE 1.11 — Triangle et tapis de Sierpinski

Principe de dimension fractale

On doit également & Mandelbrot la notion de dimension fractale. Dans
son article « Combien mesure la cote de la Grande-Bretagne? », il affirme

13



qu’il est impossible de mesurer la longueur d’un cote. En effet, plus I'unité
est petite, plus on peut saisir de détails, donc plus la cote sera longue.
Mais il affirme qu’il est possible d’en calculer la dimension fractale. Qu’est-ce
donc une dimension fractale?

On connait les trois dimensions principales, la largeur, la hauteur et la pro-
fondeur, généralement notées x, y, et z. Ainsi, une ligne a une dimension,
une figure plane en posséde deux, et un solide en a trois.

Si 'on double la taille d’'une ligne, sa longueur est multipliée par 2 (21).
Si 'on double la taille d’une figure plane, son aire est multipliée par 4 (22).
Si on double la taille d’un solide, son volume est multiplié par 8 (2?).

La dimension fractale est une dimension particuliére, changeante selon les
figures. Prenons pour exemple la courbe de Koch. Un agrandissement d’un
facteur 3 de la courbe de Koch multiplie sa longueur par 4. Sa dimension
fractale est comprise entre 1 et 2 car 3' < 4 < 32. On cherche donc un
nombre d tel que 37 = 4. Nous avons besoin des logarithmes.

Le logarithme népérien d'un nombre x strictement positif vérifie la propriété :
In(z") =n-In(z)

Ainsi, In(3%) = d - In(3)

Comme 3¢ =4 on a : d-In(3) = In(4)

[u—

n(4)
In(3)

On peut vérifier : 3292 ~ 4

et ainsi : d =

~ 1,262

Cette dimension non entiére est caractéristique des objets fractals. De la
méme maniére, lorsque I'on agrandit le tapis de Sierpinski d’un facteur trois,
on retrouve huit copies (les huit carrés autour du carré central) du tapis
initial, ainsi sa surface est multipliée par 8. Sa dimension fractale d vérifie
donc 3¢ = 8.

In(8
Par conséquent : d = n(8)

In(3)
A cause des nombreux trous dans ce carrés, sa dimension se retrouve infé-
rieure a 2.
Plus généralement, lorsqu’un objet fractal est dit « a similitude interne »,

~ 1,892
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comme les deux étudiées, c’est a dire qu'une partie de la fractale agrandie
d’un facteur k donne la fractale entiére constituée de N répliques de cette
partie, sa dimension fractale est :

In(V)

d= In(k)

Revenons maintenant a la cote de la Grande-Bretagne. Celle-ci n’a pas de
similitude interne.

L’idée est donc de recouvrir cet objet par une maille carrée de plus en plus
fine et de ne compter que les carrés qui recouvrent l'objet (voir fig. 1.12).

tz" 150 km

FIGURE 1.12 — La Grande-Bretagne recouverte par une maille carrée de plus en plus fine

On considére que I'objet est localement a similitude interne : si les carrés sont

1
de cotés e alors c’est en appliquant un agrandissement de — qu’on obtient le

€
carré de longueur 1 et on peut estimer que chacun de ces petits carrés est une
miniature d’un carré de coté 1. Si on note N, le nombre de carrés nécessaires
au recouvrement de la cote, sa dimension fractale sera pour € assez petite :

On compte le nombre N, de carrés de cotés € pour recouvrir la cote de
la Grande Bretagne.
Pour € assez petit, la dimension fractale est environ

15



Plus formellement on obtiendra la dimension fractale en faisant tendre e
vers zéro. En notant dimp la dimension fractale d’'un objet F' on a donc :

In( N,
dimp = lim n(No)
e—0 1
In(-)

€

L’avantage de cette méthode est de pouvoir se préter a des calculs effec-
tifs (par ordinateur) du comptage de carrés, donnant une valeur approchée
de la dimension de n’importe quelle fractale dont on a une image.

1.2.3 Attracteurs étranges

L’attracteur étrange est une figure qui représente ’ensemble des trajec-
toires d’'un systéme en proie a un mouvement chaotique.
On peut définir I'attracteur étrange comme une carte des états imprévisibles
et chaotiques; il révele un espace des phases vers lequel convergent des phé-
nomenes chaotiques. On pourrait comparer cet espace des phases & une vallée
dont toutes les eaux ruisselantes convergent vers un cours d’eau unique.

Les systémes chaotiques peuvent étre représentés géométriquement dans un
espace dont le nombre de dimensions dépend du nombre de parameétres in-
hérents au systéme; il peut donc y avoir plus de 3 dimensions, et 1’'on passe
alors dans un espace abstrait.

L’état du systeme est alors représenté a chaque instant par un point dans
I’espace des phases. On obtient une courbe qui correspond a la trajectoire
de ce point. On constate alors que ce point est attiré vers une courbe limite,
pres de laquelle il repasse régulierement.

Les mathématiciens appellent ces courbes des « attracteurs étranges »,
définitionnels de la théorie du chaos. Les attracteurs étranges ont par ailleurs
une caractéristique bien particuliére : tout comme les fractales, ils présentent
une auto-similarité.

La figure 1.13 ci-dessous est un exemple d’attracteur étrange que nous avons
générée grace au logiciel Chaoscope, qui permet, par la modification de plu-

16



sieurs parametres, d’obtenir un rendu tres complexe.

FIGURE 1.13 — Un attracteur étrange
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1.2.4 Le jeu du chaos

Un jeu du chaos est un programme reposant sur un algorithme plus ou
moins complexe, faisant intervenir des nombres aléatoires, pour générer une
image point par point. L’image est donc générée de maniére itérative, chaque
point étant placé en fonction du point précédent et d’'un nombre aléatoire.
Un fractale apparait rapidement. Nous avons réalisé deux types de jeu du
chaos, implémentés chacun en Python (pour ordinateur) et en Java (a travers
une application Android)®.

Nous avons choisi la fougére de Barnsley et le triangle de Sierpinski, car selon
nous, il s’agit des deux plus représentatifs du jeu du chaos.

La fougére de Barnsley A chaque itération, les deux nombres aléatoires (z
et y) initiaux sont modifiés suivant la valeur du nombre aléatoire actuel
(rand), testée par quelques conditions simples. Exemple en python :

if rand < 0.01:

x = 0.0

y =0.16 x y
elif rand < 0.86:

x = (0.85 x x) + (0.04 * y)

y =(-0.04 * x) + (0.85 *x y) + 1.6
elif rand < 0.93:

x = (0.2 x x) - (0.26 * y)

y = (0.23 * x) + (0.22 * y) + 1.6

>
I

(-0.15 * x) + (0.28 * y)
(0.26 * x) + (0.24 *x y) + 0.44

<
I

A partir du point aléatoire initial de coordonnées (z, ), une fougére est tout
d’abord esquissée, puis précisée au fur et & mesure (voir fig. 1.14).

Sur une image d’assez bonne résolution, on retrouve ’aspect fractal d’une
fougere.

Ceci pourrait étre la maniére dont la nature opére pour représenter les
végétaux dans leur ADN; en effet un faible nombre d’'informations sur les
opérations a effectuer a chaque étape de la croissance permettraient de dé-
crire la structure du végétal, indépendamment de sa taille et de son age.

8. Plus sur 'application Android en annexe
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FIGURE 1.14 — La fougeére de Barnsley aprés 2000, 8000 et 20 000 itérations

Le triangle de Sierpinski Cette fois, I'algorithme est extrémement simple.
En effet, on part de trois points a,b,c disposés en triangle, et d'un quatriéme
point p placé aléatoirement sur la zone. A chaque itération, un des sommets
du triangle est sélectionné aléatoirement, puis un nouveau point p est placé
a mi-chemin entre le sommet et le point p précédent.

Peu a peu, certaines zones du triangle se colorient, tandis que d’autres res-
tent entiérement vierges (voir fig. 1.15).

s p -

1 000 itérations 2 000 itérations 5 000 itérations 20 000 itérations

FIGURE 1.15 — Le triangle de Sierpiriski

I1 s’agit bien d’un motif fractal, le triangle principal se retrouve dans trois
triangles deux fois plus petits, et ainsi de suite.

Le triangle de Sierpiriski prouve qu’une suite d’opérations simples permet de
générer une image complexe, et indescriptible au niveau géométrique puis-
qu’elle est infinie.
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Chapitre 2

Les applications de la théorie du chaos

2.1 Meédecine

2.1.1 Le cocur

On peut se demander pour quelle raison un rythme qui a été régulier
pendant une vie entiére, soit plus de deux milliards de cycles ininterrompus,
se détraque soudain pour mener a une crise cardiaque.

Nous nous devons tout de suite de nuancer cette derniere affirmation. En
effet, le rythme cardiaque n’est pas réellement régulier. Il reste prévisible a
grande échelle mais comporte des structures trés complexes si l'on y regarde
de plus pres. Cette complexité dans le rythme cardiaque est en fait le signe
d’une bonne santé : on peut observer chez les athlétes de haut niveau un
motif trés complexe, alors que des patients atteints d’une maladie cardiaque
ont un motif simplifié.

Mais cette complexité est fragile. Le physicien et cardiologue du MIT Ri-
chard Cohen a réalisé une simulation informatique des rythmes cardiaques
et a découvert qu'un faible déreglement au sein du coeur peut mener a un
état totalement chaotique.

Dans un ceeur normal, des impulsions électriques se répandent dans les fibres
musculaires qui contractent le ventricule. Une fois contractées, ces fibres mus-
culaires sont insensibles aux signaux électriques. Les médecins qualifient cette
période de réfractaire. Selon Richard Cohen, ce sont les variations de cette
période réfractaire d'une zone du ventricule du coeur & une autre qui sont a
I’origine d’une crise cardiaque.

Pour mettre cette théorie a I’épreuve, Cohen et son équipe ont fait varier les
périodes réfractaires de leur modéle.

IIs ont découvert que les troubles cardiaques commengaient lorsqu’un groupe
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de fibres musculaires avait une période réfractaire plus longue que l'intervalle
entre les battements. A cause de leur période réfractaire, ces fibres cardiaques
asynchrones pouvaient étre stimulées de maniére a ne se contracter qu'un bat-
tement sur deux. En envoyant des impulsions électriques faibles de maniére
a déphaser le cceur, il était ainsi possible de ’amener & une crise cardiaque.
George Mines, de 'université McGill de Montréal, a estimé qu’il fallait réa-
liser I'expérience sur un étre humain. En s’envoyant de trés faibles chocs
électriques, il s’est provoqué une crise cardiaque et est mort dans son labora-
toire. A 'université McGill toujours, le physiologiste Léon Glass a utilisé un
groupe de cellules de cceur de poulet battant spontanément qu’il a stimulé
avec un choc électrique régulier. Il a lui aussi réussi a conduire ces cellules a
se comporter de maniére totalement imprévisible.

Ces expériences suggérent que la fibrillation cardiaque peut étre provoquée
par 'apparition de foyers anormaux secondaires a l'intérieur du corps, les-
quels donnent des impulsions qui entrent en conflit avec le rythme propre au
muscle cardiaque. L’interaction entre ces impulsions secondaires et le rythme
principal met le coeur dans un état chaotique qui entraine la fibrillation.
Cette découverte est d'une importance capitale et peut permettre d’amélio-
rer les dispositifs de défibrillation.

2.1.2 Deétection du cancer du sein

Une méthode de détection du cancer du sein fondée sur les structures frac-
tales a récemment été proposée. Traditionnellement, le diagnostic du cancer
du sein est basé sur des évaluations morphologiques des cellules, telles que
la taille, la forme ou la régularité. Mais la part de subjectivité de ces critéres
rend difficile un diagnostic objectif.

Andrew Einstein de la Columbia University et ses collaborateurs ont déve-
loppé une méthode de diagnostic plus objective, qui exploite les propriétés
fractales de ces aspects morphologiques des cellules du sein. L’irrégularité du
noyau par exemple, qui est observée de maniére subjective par le patholo-
giste, a pu étre quantifiée a I’aide de deux dimensions fractales.

L’équipe d’Einstein a réalisé une étude sur un groupe de 41 femmes. Le diag-
nostic basé sur I'approche fractale s’est avéré correct dans 95% des cas. Cette
étude ouvre la voie a des essais a plus grande échelle, qui pourraient sans
doute révolutionner la détection de cancers.
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2.1.3 Schizophrénie

Lorsque nos yeux suivent le mouvement d’un pendule, ils le suivent de
maniere fluide, selon une structure oscillatoire complexe. Chez les indivi-
dus atteints de schizophrénie et méme les personnes de leur entourage, ces
mouvements oscillatoires sont perturbés et paraissent imprévisibles. Cette
caractéristique relevée en 1908 est aujourd’hui I'un des rares moyens fiables
de détecter les cas de schizophrénie. Bernardo Huberman, en 1986, réalise un
modéle simplifié du mouvement oculaire et note la part de non-linéarité qui
semble y appartenir. Souvent, le systéme se comporte de fagon prévisible,
mais d’autres fois il voit émerger un comportement chaotique. Il émet ainsi
la supposition que la probabilité que quelqu’un soit atteint de schizophrénie
est déterminée de fagon génétique. Mieux comprendre les structures oscilla-
toires des yeux et déterminer si quelqu’un est génétiquement disposé a étre
schizophréne est d'une importance capitale pour I'avenir de la psychiatrie.

2.2 Biologie

2.2.1 Evolution d’une population

L’évolution d’une population est soumise a de nombreux facteurs, comme
I'introduction d'un prédateur ou une augmentation des ressources alimen-
taires. Les biologistes ont ainsi commencé a créer des modeéles mathéma-
tiques simples pour étudier I’évolution des populations.

Le modele le plus simple est le schéma malthusien : la population est soumise
a une croissance infinie, soumise a aucune limite.

Population nouvelle = facteur de croissance X population ancienne

Ainsi, si la population initiale est de 1000 et que le taux de croissance est
de 10% par an, la population sera de 1100 'année suivante. Mais ce modéle
n’est pas réaliste, car il ne tient pas compte des contraintes qui freinent la
croissance : famines, maladies, . ..

[Is incorporérent donc dans le modeéle un facteur de freinage :

Population nouvelle =
facteur de croissance X population ancienne X (1 population ancienne)

Cette équation est appelée équation logistique. Elle est aujourd’hui large-
ment utilisée et permet des prédictions trés réalistes. Contrairement a la
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premiére équation, celle-ci est chaotique et donne naissance a des structures
trés complexes.

L’équation logistique a été mise en pratique par des entomologistes pour cal-
culer I'effet des insectes sur les vergers, par des généticiens pour mesurer la
variation d’apparition de certains génes au sein d’une population.

2.2.2 Consommation de C'Oy d’une forét

Les recherches de Brian J. Enquist, de I'université d’Arizona, ont mon-
tré que le comportement fractal d’un seul arbre permet de nous renseigner
sur celui de toute une forét. En effet, les embranchements suivent souvent
un schéma fractal, ¢’est-a-dire qu’il est possible de déterminer le nombre de
branches et leur surface en fonction de la taille d'un arbre, et d’appliquer
cette méthode a I'ensemble des arbres d’une forét. Ainsi, il a pu déterminer
la consommation en COy de toute une forét du Costa Rica. Cette méthode
ouvre des possibilités énormes en ce qui concerne la préservation de 1’envi-
ronnement.

2.3 Communication électronique

En 1988 & Boston, Nathan Cohen utilise les fractales pour révolutionner
le domaine de la communication électronique.
Il est un radioamateur mais n’est pas autorisé a installer une antenne sur
son immeuble. Aprés une conférence de Mandelbrot, 1'idée lui vient de créer
une antenne en forme de courbe de Koch.
Celle-ci se trouve étre beaucoup plus efficace dans la mesure ou elle permet
de réduire la taille de I'antenne (et donc de lui éviter des problémes avec le
propriétaire) mais également d’augmenter le spectre de fréquences captées.
Suite a cette découverte, Cohen prouve que pour avoir une efficacité opti-
male, une antenne doit obligatoirement avoir une structure auto-similaire.
Aujourd’hui, les antennes fractales sont utilisées dans les téléphones, les or-
dinateurs et une grande variété d’objets électroniques.
Nathan Cohen est maintenant PDG de Fractal Antenna Systems, et fournit
les gouvernements, armées et entreprises du monde entier avec des antennes
de toutes tailles.
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2.4 Métamatériaux et invisibilité

De nombreux chercheurs, dont Cohen, s’intéressent maintenant a l'invisi-
bilité. En effet, en 2006, John Pendry, un physicien britannique membre de
la Royal Society a eu l'idée de « tordre » les rayons lumineux autour d’un
objet pour le rendre invisible. En effet, les rayons lumineux contournant 1’ob-
jet, une personne positionnée en face de 'objet verrait la méme chose que si
I'objet n’y était pas. Depuis, les expériences se succeédent, avec des succes de
plus en plus éclatants.

Pour dévier la lumiére de sa trajectoire, le principe est d’utiliser un métama-
tériau, au motif trés complexe et répétitif : autrement dit, un motif fractal.
Les métamatériaux ne sont pas nouveaux en eux mémes. On peut citer par
exemple le traitement antireflet sur les verres de lunettes, largement utilisé.
Mais ce matériau-ci est beaucoup plus complexe ; il est constitué d’une multi-
tude de couches et de charges magnétiques faibles qui attirent ou repoussent
le rayon lumineux.

En 2009, 'entreprise de Cohen a déposé le premier brevet pour « cape d’in-
visibilité » : https://www.google.com/patents/US8253639

Ils ont aussi été les premiers a en recouvrir un étre humain : plus de la moitié
des micro-ondes ont contourné I'obstacle (voir fig. 2.1).

FIGURE 2.1 — Le premier humain dans la « cape d’invisibilité »

D’autres expériences ont réussi a cacher un objet aux infrarouges. Cepen-
dant, il faudra encore un certain nombre d’années avant que cette technologie
puisse s’étendre au spectre de la lumieére visible, & la longueur d’onde beau-
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coup plus courte. La « cape d’invisibilité » ne rend donc pour l'instant les
objets invisibles que dans le domaine de I'infrarouge. Mais cela suscite déja
beaucoup d’intérét : pour les militaires par exemple, cette découverte per-
met de camoufler un char en voiture. Pour cela, ils détournent les rayons
infrarouges, utilisés par les lunettes a vision nocturne.

2.5 Effets spéciaux

En 1978, au siége de Boeing a Seattle, Loren Carpenter est chargé de
la modélisation d’avions expérimentaux par ordinateur. Il veut ajouter les
montagnes en arriére-plan, comme dans toutes les publicités de Boeing. Mais
il n’a pas assez de puissance sur son ordinateur pour les générer. En utilisant
la géométrie fractale ( ici en ajoutant des triangles de fagon itérative ) il crée
un résultat inédit et tres réaliste. Il quittera plus tard Boeing pour Lucas
Film ou il réalisera entre autres la premiére planéte entiérement modélisée
numériquement pour Star Trek II.

Aujourd’hui, de nombreux programmes utilisés dans le monde des effets spé-
ciaux utilisent les fractales.

2.6 Le chaos dans le société

Tout comme les phénomeénes physiques, les sociétés humaines peuvent se
révéler chaotiques.
Mark Michaels a déterminé sept lois fondamentales relatives aux compor-
tements organisationnels et aux systémes sociaux. Ces sept lois établissent
que des systémes simples peuvent devenir complexes et sont sensibles aux
conditions initiales.
D’autres chercheurs comme le célebre théoricien Erwin Schrodinger ont dé-
montré certains aspects des lois de Michaels et établi des conditions a la
présence de chaos dans les systémes sociaux.
La théorie du chaos ne constitue pas une autre approche des sciences sociales
mais s’inscrit dans la lignée de théories plus générales comme le structuro-

fonctionnalisme ! ou le systémisme 2.

1. Comme son nom l'indique, s’appuie sur les principes de structure et de fonction, mais en insistant
plus particuliérement sur le rapport entre les institutions et les structures sociales
2. Le systémisme, pour sa part, met en avant les relations entre les ensembles organisés
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L’équation logistique, vue dans le paragraphe 2.2.1, peut également étre ap-
pliquée a la maniére dont se répand une rumeur ainsi qu’aux théories de
I’apprentissage.

2.7 Economie

Les économistes se sont intéressés a la signification de la théorie du chaos

et ses applications a I’économie. Il a été mis en évidence que I’étude de phéno-
meénes économiques, d’apparence complexes et chaotiques, peut étre facilitée
par 'application de certains développements de la théorie du chaos.
Blake LeBaron s’est intéressé au probléme de la prévision des dynamiques
économiques, comme les fluctuations de la bourse. Ces recherches ont évi-
demment un attrait considérable pour beaucoup de personnes. Mais les ré-
sultats observés sont trés variables. Dans certains cas, 'analyse des séries
temporelles par les outils dérivés de la théorie du chaos permet de mettre
en évidence une non-linéarité et/ou la présence d’'un attracteur et donc de
prévoir avec plus de précision 1’évolution d’un systéme. Cependant, dans le
domaine de la prévision, les diverses études n’ont pas apporté de preuves
réellement convaincantes quant a la suprématie des outils du chaos sur les
outils statistiques traditionnels.

2.8 Sciences politiques

Dans I'étude des conflits, il faut mentionner les travaux d’Alvin Saper-
stein. Il s’est intéressé aux relations entre nations et a la prévision de guerre
et de paix. Il s’est également intéressé a l'instabilité de crise, c’est a dire I'ave-
nement de petits points de divergence entre nations et leurs conséquences.
Cette modélisation permet une certaine prédictibilité a trés court terme
d’une guerre mais ne permettra jamais, naturellement, de déterminer a I’avance
'issue de celle-ci.

Un dernier mot sur les applications de la théorie du
chaos

Nous avons pu constater les applications de la théorie du chaos sont nom-
breuses. Certaines sont déja largement reconnues et utilisées, comme les an-
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tennes fractales. D’autres, comme la détection de cancer ou de schizophrénie,
ont fait leurs preuves mais doivent encore étre développées et ne sont que
rarement utilisées. D’autres encore, comme 1’économie, ne sont pas évidentes
et nécessiteront sans doute un certain nombre d’années avant de présenter
une réelle utilité.

Enfin, le fait que le chaos propose des opportunités incroyables pour le futur
est indéniable et souligné par des inventions comme l'invisibilité par torsion
des rayons lumineux.
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Conclusion

Nous pouvons affirmer que la théorie du chaos, actuellement en pleine

expansion, constitue un domaine de recherches trés prometteur. En effet, elle
permet d’expliquer un grand nombre de notions qui semblaient auparavant
trop complexes, comme les fractales, ou des phénomenes obscurs tels les
attracteurs étranges. Nombre d’innovations scientifiques et technologiques
lui sont dues, notamment en médecine et en électronique.
Cependant, au-dela des applications déja réalisées, la théorie du chaos a
encore un avenir infiniment vaste, dont certaines facettes peuvent a ce jour
sembler futuristes ou irréalisables, mais pourraient faire un jour partie de
notre quotidien.
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Le jeu du chaos pour Android

Afin de pouvoir présenter le jeu du chaos au jury plus simplement et pour
montrer I'universalité du principe, nous avons décidé de transposer les pro-
grammes en python en application Android. Pour cela, nous avons réécrit le
code en Java, en respectant des contraintes comme l’orientation de ’appareil
et les différences entre les versions d’Android. L’application, une fois termi-
née, a été mise sur Google Play afin de pouvoir étre téléchargée sur plusieurs
appareils sans passer par 'ordinateur. Pour développer une application An-
droid, il faut trois choses essentielles :

— Java, car le code est écrit en Java

— Le SDK d’Android, qui contient tout le nécessaire pour programmer
une application, outre le langage Java

— Un environnement de développement intégré ou IDE qui permet d’édi-
ter le code, de 'organiser en projets et de le transformer en exécutable
Android (un ficher avec une extension .apk). Ici, nous avons utilisé
Eclipse.

Le code source est disponible sur Github a ’adresse suivante :
https://github.com/Geji/android-chaos-game

L’interface est constituée de I'image générée et d'un "slider" pour faire varier
le nombre d’itérations. L’application s’ouvre sur la fougére de Barnsley mais
il est possible de basculer vers le triangle de Sierpiriski.
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Notre site web

Afin de partager notre expérience, nous avons créé un site web regroupant
le dossier, le carnet de bord et les divers programmes informatiques réalisés
au cours de l'année.

Vous pouvez le trouver a l'adresse :

http://theoriechaos.free.fr/

Pour mettre en page un site web, il est nécessaire de connaitre le langage
HTML (pour le « squelette » de la page), le CSS (pour choisir les couleurs,
le style, la police d’écriture...) ainsi que le Javascript (pour les interactions
avec l'utilisateur).

Nous avons utilisé le framework Bootstrap, qui fournit des outils et des styles
pour accélérer le développement, et facilite I’adaptation de la page a toutes
les tailles d’écran (téléphone, tablette, ...).

Le carnet de bord est présenté sous la forme d’une frise, générée avec Time-
line.js.

TPE de 1ere S

La théorie du Chaos _)

commenceZ ici O
L>

Dossier
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Biographies
Poincaré

Henri Poincaré est 1'un des plus grands scientifiques de la fin du XIXe et
du début du XXe. Il est mathématicien, mais aussi physicien et philosophe.
Poincaré nait le 29 avril 1854 a Nancy. Sa famille fait partie de 1’élite intel-
lectuelle de sa ville : son pére est neurologue et professeur a la faculté de
Médecine, et son cousin Raymond sera Président de la République de 1913
a 1920.

Poincaré suit des études brillantes : il remporte plusieurs fois le premier prix
au Concours Général 3, et obtient son baccalauréat de sciences et de lettres.
Admis a I'Ecole Normale Supérieure et & Polytechnique, il choisit cette der-
niere.

Sorti ingénieur des Mines, Poincaré se consacre a la rédaction d’une thése
de doctorat en mathématiques qu’il présente le ler octobre 1879. L'un des
membres du jury, Gaston Darboux?, y voit un « théoréme intéressant », mais
n’apprécie pas le travail de Poincaré a sa juste valeur.

Poincaré est nommé maitre de conférences a la Sorbonne. Commence alors
une intense activité scientifique : en trente ans, il publie une trentaine de
volumes, et des centaines de notes, articles et mémoires. Ses travaux révo-
lutionneront les mathématiques de 1’époque, en approfondissant certaines
notions, en en créant d’autres.

En 1889, Henri Poincaré devient réellement célebre en recevant le prix du
roi Oscar, roi de Norvége et de Suéde passionné de mathématiques, pour un
brillant mémoire sur le probléme des trois corps®.

Poincaré est aussi reconnu en tant que philosophe des sciences. Dans « La
Science et ’hypothése », publié en 1902, il affirme le role essentiel du prin-
cipe de récurrence (omniprésent dans la théorie du chaos), et met en garde
contre de nombreux artefacts de la physique de son époque, comme 1’éther,
le temps absolu et 'espace absolu. Le 28 juin 1909, il entre a I’Académie
Francaise, privilége rare pour un scientifique.

En 1912 est publié son livre « Calcul des probabilités », ou il explique que

3. Concours annuel récompensant les meilleurs éléves des classes de premiére et de terminale pour
celui des lycées, et les meilleurs apprentis pour celui des métiers.

4. Mathématicien francais de la fin du XIXe siécle et brillant enseignant. Il a rédigé une biographie
d’Henri Poincaré.

5. Probléme relatif & 'interaction gravitationnelle entre trois corps dont la masse, la position et la
vitesse initiale sont connues. Il est étroitement lié avec la théorie du chaos.
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le hasard n’existe pas; les comportements qui semblent aléatoires dépendent
en fait de causes insignifiantes et invisibles :

« Une cause infime qui nous échappe détermine un effet considé-
rable que nous ne pouvons pas ignorer [...|. Méme si les lois de
la nature n’avaient plus de secret pour nous, |...]| nous pourrions
seulement connaitre la situation initiale de facon approximative.
|...| Il peut arriver que des petites différences dans les conditions
initiales en produisent des tres grandes dans le phénoméne final. »

Poincaré avait donc introduit la notion d’effet papillon et de conditions ini-
tiales, qui sera exposée soixante ans plus tard par Edward Lorenz.

Henri Poincaré est décédé le 17 juillet 1912, aprés avoir laissé un travail
mathématique, physique et philosophique immense.

Lorenz

Edward Norton Lorenz est un scientifique Ameéricain largement considéré
comme le pére de la théorie du chaos. Ses contributions a cette derniére com-
prennent l'effet papillon et 'attracteur de Lorenz. Sa carriére s’est déroulée
au MIT et il était membre de I’Académie des sciences américaine.

Lorenz nait le 23 mai 1917 & West-Hartford, Connecticut. Aprés des études
brillantes de mathématiques au Dartmouth College (New Hampshire) et a
I"Université d’Harvard (Massachusetts), il devient météorologiste pour I'ar-
mée de 'air américaine durant la seconde guerre mondiale.

En 1948, apres la guerre, Lorenz réalise son doctorat de météorologie au
MIT.

Ses recherches le méneront, en 1964, a formaliser sa théorie du chaos. De
1977 a 1981, il est responsable du département de météorologie du MIT et
en 1983, quatre ans avant sa retraite, il recoit le prix Crafoord. En 1991,
Lorenz recoit également le prix Kyoto pour les sciences de la Terre et de la
planéte.

I1 décede le 16 avril 2008 & Cambridge, Massachusetts.

Grace a son modéle informatique simplifié, Edward Lorenz a étudié la prévi-
sion du temps. Il observe que des changements minimes dans les parameétres
initiaux peuvent aboutir a des résultats totalement différents. C’est la sensi-
bilité aux conditions initiales ou « effet papillon », que Poincaré avait pres-
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senti avant lui mais pas formalisé.

Il conclut de sa découverte qu’il est impossible de réaliser une prévision mé-
téorologique précise a long terme. En effet, des incertitudes inévitables dans
les données fournies aux modeles et de la quantité de parameétres a prendre
en compte comme le vent, la température, le degré d’humidité rendent cela
impossible.

De plus, il réalise qu’il suffit de trois variables seulement pour provoquer un
comportement chaotique : 'introduction d’'un nombre trés limité de données
peut induire une dynamique a la fois complexe et imprévisible.

Il met en évidence que la complexité peut étre le propre d'un systéme. On
pensait jusque-la qu’elle résultait d’apports accidentels dus a une multitude
de causes.

Julia

Gaston Julia nait en Algérie, en 1893, dans un milieu populaire. Il n’en
est pas moins un brillant éleve. Il est rapidement repéré par un inspecteur de
I'Instruction publique qui, aprés le baccalauréat, lui fait obtenir une bourse
pour le lycée Janson de Sailly & Paris. Aprés un an, il est requ premier aux
concours d’entrée de Polytechnique et de 'ENS; il choisira cette derniére. Il
réalise ainsi 3 ans d’études supérieures scientifiques a la Faculté des sciences
de I'université de Paris. En 1914, il obtient une agrégation de mathématiques.
Durant la guerre, Julia sera griévement blessé au visage et devra porter toute
sa vie un masque de cuir.

Apreés sa blessure, il présente son premier mémoire a I’Académie des sciences
et obtient son doctorat és sciences mathématiques en 1917.

Gaston Julia ménera une double carriére d’enseignant. Il devient répétiteur
a I'Ecole polytechnique pour le cours d’analyse de Jacques Hadamard le ler
décembre 1919. Il occupera ce poste pendant 17 ans. Il est ensuite nommé en
1937, a ’age de 44 ans, professeur de géométrie, puis d’algébre et géométrie,
poste qu’il occupe jusqu’a sa retraite en 1964.

Parallélement & son enseignement a I’Ecole polytechnique, il occupe une série
de postes prestigieux a ’ENS.

Julia décede en 1978, a Paris.

Ses travaux sur les fractales, méme si Mandelbrot ne leur avait pas encore
donné ce nom, ont largement contribué a ’état actuel d’avancement scienti-
fique dans le domaine des fractales et de la théorie du chaos en général.
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Mandelbrot

Benoit Mandelbrot était un mathématicien et informaticien, né a Varsovie
le 20 novembre 1924. 11 est 'inventeur de la théorie des fractales. D’origine
juive, sa famille émigre a Paris en 1936 pour fuir la menace nazie. Man-
delbrot y retrouve son oncle Szolem Mandelbrot, mathématicien : membre
fondateur du groupe Bourbaki et professeur au Collége de France.

Apreés I'invasion allemande, la famille de Mandelbrot se réfugie a Brive-la-
Gaillarde. Benoit poursuit alors ses études au lycée du Parc a Lyon, avant de
rentrer en 1944 a I'Ecole Polytechnique (lui aussi avait été accepté a I'ENS).
Il y suit notamment les cours de Paul Lévy et de Gaston Julia. En 1949,
aprés sa scolarité & 'Ecole Polytechnique, Mandelbrot effectue un master
d’aéronautique en Californie, puis revient en France pour effectuer une thése
soutenue dont le sujet est : "Contribution a la théorie mathématique des
communications".

Apreés un postdoctorat a Princeton sous la direction de Von Neumann, puis
un bref retour en France, Benoit Mandelbrot s’installe définitivement aux
Etats-Unis en 1958 pour travailler au centre de recherche d’IBM. Il y trouve
a la fois une grande liberté et l'accés aux moyens de calcul et de visualisa-
tion les plus performants de I'époque. Il s’'intéresse alors a la transmission
optimale des communications dans des milieux bruités, et ensuite aux objets
mathématiques "étranges", présentant des similarités & des échelles diffé-
rentes. C’est ainsi que lui vient son idée des fractales, présentée pour la
premiére fois dans son livre Fractals : Form, Chance and Dimension, paru
en 1975.

Le succes de sa théorie fut réel, autant dans la communauté scientifique,
pour les nouveaux outils qu’elle apportait, qu’auprés du grand public, pour
la dimension intriguante et esthétique des fractales. Lorsqu’il prend sa re-
traite d’IBM, en 1987, Mandelbrot devient professeur a I’Université de Yale.
Il recoit de nombreux honneurs, comme la médaille Franklin ou le prix Wolf.
Il est décédé le 14 octobre 2010.
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